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Hoofdstuk 1

| Inlsiding
l. fen codrdinatenstelsel op ecn rechte 1lijn is bepaald door ccn punt
) (de ocrsprong), een positicve richting op de lijn en con lengtoccnheid
Dc coSrdinaat p van P is de lbngtc ven OP, uitgedrukt in dic longto-
sonhceid, on voorzien ven het tcken + of -, al naar OP in positiuve of
negatiove richting loopt.
onder do maat van hoet 1ijnstuk AB of m(AB) verstaan wij hot getal b-a
waarin a de coSrdinaat van 4 en b dic van B is. Mon heoft m(AB)wem(BAi
on nm(AB) +m(BC)=m(AC). mn(AB) hangt nict van 0 af maar wel van d¢ posi-
tiocve richting op de 1lijn on van de lengtcoonhoid.
Leet op ledor dor lijnen 1 cn m coun positiove richting gogoven zijn
on lasat ¢c hock zijn, waarover dc positiove richting ven 1 in posi-
ticve riehting mout dranicn om moct de positiuvo richting van m samen
tc vallen, Is AB cen lijnstuk op m on A'B' o prnjoetic op 1, dan is
a{A'B' )=m{AB)cos . Is BC con lijnstuk op n cn ¥ de hock tusoon de -
positiove richtingen van 1 ¢n n, doan is m(AB)eos¥ +m(BC)lcus ¥ =m(h'07)
Ds lijnon 1,m cn n bchocoven nict in ccn vlek to liggon. .

1 Ben stelscl pocleofirdinaton im hot platte vlek is beopanld donr.con
punt 0 (de oorsprong),con lijn 0X (do prolas) mot positicve richting
o¢n ccon longteccnhold,

Dc pocleolirdinaton van ccn punt P wordcen als volgt bopaald. Kiss op OP
cen positicve richting; leaat ¥ de houok zijn tusscn do positivve rich-
tingen van OX ¢n OP, terwijl r=m(0P). r on { zijn de pnoleoliriinaton
van P.

Plr, sﬂ}zP(r {1k, 360°) =p{ -, ywlﬁo ).

0 heuft ac poolcoorxlnhrcn ; P ¢ willckourig. Do pooleodirdinten
ven cen punt zijn Zus nict L«P\uli g bopnnld; ongbkuura is con punt door
zljn poolcodrdinaten wel conduidig bvpﬂrll hbn ken 4o po-olendirdinaton
ccenculdig mekcen (gch“lxu vor 0) door iz vo ohriftun

r>0. 0 <4K3607. Wij gebruikon mesrduid 1gu poolendrlinaten.

Tocpassing op de kogelsnedon. Heem O in hot brandpunt. OA=l, OP=G.PQ.
r=c(il-rcos ¥). (1)
ui}. p
r=
lrcﬁasy“ l+e®ss¢ (2)
Ovorgang op rochthockige codrdinaten:

;"/ o
{_:’" LR i (R Uin (L} r=p-cXx.
b LA wadrateren cn herleciden geeft:
\ ' G A4 o {x+c 87 4 e <1, 1 hs)
\ , * i ‘ I es=] ) waarin as i
.. L W2 TR ‘ 1-s2 ?
Rt S _— T pe
S i v o= .
VA 1-e?) 1-e?
b2 b2 C
Hicruit volgt p=—, d=—,u=—,

0 l"\
Cosrdinatentransformatic tusson porolendbrdinaten on rechthockige codriinn
ten met dezolfdc Q%xﬁpqﬂlﬁ or X-08,

X=rcos | r= +¥° |
: > - >~ o e X
= . P L { ooy A . . eng YWs =
y=rsin %j tg = % ( (kwndrert uii gns ¥ = r)f
. td
1, Npo Leat 1 cen willckeurige lijn zijn,
F FQ Y{pi.v,, son willcekcourig punt,
A o : D de projecetic van O op 1. ;
e, FAEE Iaat io,»ﬂ) ason stel paolcoﬁrﬂinptun
! 3 miin, Wij bepalen nog dc pro-
1as van P on Py cp OD (R on S)
Diehs NAﬁ51sf .
R) - rquSAA~%peoos(ﬁ<~90 )
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‘Nocig un voldoonde opiat P op 1 ligt, is n{y2)=0
= Q

-

xlc::s ov;-rxzsin A= =

(2)

(2) is do vorgelijking van 1. Men mag {2) moet con willokourig gutel vor-

ncnigvuliigoen,
nX;+bxy; = ¢ (3)
Doslt mon (3) 2oor Va2 +b2 |, dan ontstant (2) weer.

(2} hoot 2o normnalvorm van Hosso ven s vergeli jking,
Uit (1) volgt:

Stolling., Dc afstan’ van coen punt tot con 1ijn wordt gevondoen door o
colriinnton van het punt to substitucercn in het cerstc 11l van o vur-
golijking van 2ic 1lijn in normaalvorm, Hiorbij is 1o afstan® fnn $én

zijde van 1 pesiticf, ann de andore nogaticf gorskond.

1. Eon Cartcsisch eolmilinatemnstelscl in 73 ruinmto worlt bopnnlt ‘ror
iric ondorling loofreehte assen 0X, 0Y, 0Z, isdor nmet con prsiticve
riehting on oen longtcconheil, Zijn Py, Poy P3 de projootics van P ap

i osscn, Aon zi;n de codrdinaten van 2@
n(0Py )=py, (0P, )=p,, m{UPB):p;.

De afbecliing tusscen punten on eolrlinaten’rictallon is cun-conuiliyg,
Is op OP con positicve richting gugeven, “ic not 04, OY, vZ d¢ hockoen

iy f3, ymeckt, lan is cosao=pyin{UP)  unz.

Daar n{0P}2 = pf+pé? *p,,’z , hocft mcn

cos® ctr0082 fdrons? y=l (1)

lien kem P ook bepalen door de eolirdinaten oy f3, > cn nf(o2)=r (pr-1-
cofrdinanton in Jc ruimtou)}. Deze colrdinaton zijn nict onnfhonksli jk,

caar de betrckking (1) or voor unct geldon.

Lant 7 con willckcurig vlek zijn, P con willckourig punt ( Pl:PZsPB):
D de projoctic ven O op T, i Jde projeetic van P op . Lant (7, ¢, f,
ven stel poolenfrdinnten van D zijn, Is R 4G prajeetic von P op 0D,

don gellt volgens §1.3 @

ra{ OR)-'iplsc*s ™%+ Ppens 4 + P300S ef.
Evenals in § 4.1 volgt hicruit

{ P }=pjcos ol +py008 3 + pzeos y=. (2}
P ligt in 7 als P15P2sP3 voldocn an
X1008 CLXpens 3 fXz008 10 {3}

Dit is 7c vorgelijking van 77 in d¢ normaalve-roi,
Ecn willckeurigoe vergelijking van o corste grnad
AX3 + DX, +0% ;=T (4}

brengt men, Coor ze hor \/{13 +b2 402 tu delen, op Lo v {(3). Ioore
vergeld jking van dc corste gra.® stolt ‘us con plat vlak veor, Uit {(2)

volgh:

Stelling., De afstand van een punt tot con vlek wordt gevonlon, (nor 9
cofriineten vean het punt to substitucron in het cerstoe 110 vem Qo ver-
gelijking van het vlek in normanly :sme. Hicrbij is (o afstant nan S3n
zi jlo ven het vlak positicf. onn o ~nfors zijle nogoaticd goerckond.

Hhyoflstug 2

Yoetorraioning

1. Bopalingen.

Da wogtor AB is hot gorisnte Lijnstuk Ad.

g 2 C

AB=CD, nls AB // OD on m{aBR}=x:(0D).

OBap.@ als OB langs Oh volb wn {0 I=n g dhl).
Do 8o van tweu veetoron wordt godlefinicesl & or A3 BC=aC.
Stellingon, ??':b 2 b —:—??.(clmmutati«‘mu sigunsshnp)
(e +D) +o=8 +{B +5). _{rzssi‘lci:z};;dv\; uig&nschﬂpl '
(T ¥={pq )R {p +q)f=p + g7 »{#*+b)=p¥ +pb.
L1 dozu oigomschoppon zijn convoulig uit con figuur aof to lozon,




ﬁijn ul on é’é ma n&a‘tz cvcnwijc ige veetoren in oon plz t vlnk s 0 lan i,a
icCore voota r *1 in Cat vlrk to schrijvon als Flal +n2@24 Ia }?;wa
on zijn @1 en S5 copheidsvectorsn lnngs 0X on OY, Cen zijn il on ap
Jo eofrd 1nnt¢n ven Al 23 en ap hoten 2o eouprnenton van A. Dwr dric
veetoron 81,62,:}3 to besehouwen, <ic niet in wson plnat vlnk liggon,
breict rnien het vorgaande uit in Jo minte.
~r=n(n161 rnzag +n303)—0.n101 +P. "‘2“2 +D .r:303.
& *ba(alol +“292 +a;03)+(blel~rb202+h3a5) {a1+b1)01 +{ap +by )"2 +
+ {ag +b3}63 Uit doze forrmlos voigh:
Aun vector Wnr‘t net con goetal vernonigvulcigl, oor olk van zijn ooripi~
nunton met dat gotnl te vernonigwulligen.
TWCU voe*t;..ron worden opgoeteld, door lun ovoroscnkomstige ¢ ononten mp
tc tellen.,
1. Parmmterv:\wrstalling van cen rcechte 1ijn 1

% = ')+>\"? - {1)
P(p) is ccn pum; vem 1, @ con veetor /1. Is lq) con tweu’s punt ven 1,
<on ken nen @ = P\, = q - ? neon; zo ontstart

X = (12 M)+ NG (2)
)\ n{Px)
rn{ Py)
Pﬂrqnutorvn rstelling ven con vln‘t vilak &
‘é‘ -
X = pj;,\ A M (3)

P(}?) is con punt in o423 a on b zijn veettren f ¢4, naar nict onlorling
evenwi jiig., Zijn ¢ on R twou punton in ¢y niot eollincnir met P, dan

vincCt nen : -y - ,
x = (3-~>\*/vi)s’.3-r— XE’«-{-M? (4)
- -
1. Dq?pr')auctib van b op & is
proj.B = byor: §.31+bopro }.e’_&jfbprfj :33 = bjensiiy +bperst <‘2 +bzons Wy
waarin << 3 = ic hock tusson Sy con fx.

Is Ia} ~.¢ lengtc van o, Jon is' Ia lcos:’;:ﬂi=ai
Is ¢ dc hoek tusscn " en b, nn vinden wij
LAwS —
s ['e Icr.:s = a 11b1+npby Fu}b} (1)

—
Bopealing., Iodoer “or leden van {1} hcet hat inwen'ig product van noon b

~ on wrdt geschreven als .
'?ulgons ‘3‘4.3 kan do vorgoelijking ven con vlink goschrovon wordcn.nals

X = o

wmrin?een nernanlvector van het vick is. Annlorg in o vlrkke nmout-
kunds vo.or do vaergell jking ven con recito ll,jn. e

?12= 7.2 3 "ok geschroven nls T2,  7.b=u botckemt: Sf meo {do nul-
voctor), A 5394 :&?_L;g. ‘
Stelling. b "é:“‘ ‘

—
Q.
?. + -
(pd) . B = o(?? . .
1. In het platte vlak is nodig om vo.linonto, oplat o on b evenwijlig
zijn, ‘a ‘ ‘
Jo, t 2y Op -0
bl b2 PN -—'\a

Zon ponr nict ovenwijligo vosioroy o, b xunm door {,uluiusll;}ko varm 1o~
ring, waarbij dc vootoren mooit ovenwijlig wordon,; overgevoord WATrGon:

S 21 820 an for.-iD) als |81 %2 <o,
in (01,u23 als !bl' b21>0’ N ER R by bp

Tn e aarsto goval hoet het paar 9, b opoeiticf gooricntocrd, 1n hotf
twoode nogatiocf gooricntacrd, a R i




o 4
_}:Eu__}armntaring van ¢richock ABGC is {.LZGlqu als Jie van hot veetorpenr

L.B AC, au hangt ‘us af van het tckon van

bj-ny bo-ay i1 ay aoi
{ﬁlﬁﬁl Cor=ap | I 1 bl bg i
) 11 ¢y Cpi - ‘
ABC, BCGL on CALB zi,}n gelijk go ~riantuepc’., nanr tagengestel" rat B,

2. ln io ruinte is n~"1ig on vold~ocnie, onlat dric veen ron o, a2, b, ¢ ovon-

. wijdig zijn not venm vlek, <at R !
by B b3§ = o
1 %1 %2 %3

Analoog et hot platte vliak wordt f‘-'.c. ayiontering van con vactordristnl
bopenld dnor hot tokon van J6 Jeterminant.
@) oriuntering ven vieorvlaok hBCD is doezelfic als io van ¢ vuetorin

#B, 1? AD. Z1j hangt of ven het token van * 1 23 1 Gy
1 bl b, bj
°3

reachetr bbb SRS N T

o
o

3. Onderworpt men A, B, C, D nan G¢Gn gven DOrId utatm en blijft <o orien-
tering nozclf\ o3 bij uon nnocven perrmtatic gnnt zij in ¢ tegongoestilic
ovor, Door do nrientcring van viorvlnk ABGD is als volgt coen ~ricntering

cvan icder zijvlnk vastgologd: Breng dnor comn oven pormutntic het ovor-
staendd hockpunt achtcrarn on L:at hoet Lan wog. Bij LBCD behoron Aus
ds oriconteringen LBC, ADB, .CD, CBD.

$9. Hot rpporviak vom dricheck LaG ig
S0 B e 5 .8in @,

-8 = D) Ccw’ = q, e ,r“"-"—'-é-w
1 of Rt - i . -
3|3 la] .sinp=d |T1. (o) yi=c 8Tz
\/ﬁ‘ﬁg—(p.q = % ”xa 1 TE B 91;‘2 N r 757 ¢
1% G343 4 41 g
i2n D= {Dz Pyl Py Dol
Bonell r))(q is la voe* i ( Ee ,g 5 1* s I 1 12@
Euitwom 15 Orrouct \ iz d31 "Gz Qy 41 9p!
Footkuniige botokonis: . - .
j?y\q | = 2xndporvick ‘rich m{ L300, D wgq is Lo frceht »» P on D q.
Hot rictnl veet-ron 3, 4, 3 X4 ig pusiticf georiemtoord.
"ﬁ')(q = 0 botckent, dut ‘;f SR S G=S, OE D on’ q z14n cvonwi jdig.
Stollingond T Xq = <@ xD. (k:"* xq = LT xg)
2 ?x(q«t:ﬂ = 3 &E \>r. .
> > > = -
X 0 = -1-;'1_“ L}Xt‘zl = 02
a.bie,
1.0. Inboud von cen viervlek Dl=n,

-ﬁxé
¢ 3-{ f! ¢ .8 :i[?xﬂ =% { (:'?X?),c

" : -
2e2niln . T XD e hoot hot cini-

e
Lodult o vnn o, b, o on wordt gesohra--
. 4 P
T LT Gy b, €)a
i g
=1 (A, D, c[ .
St
l - n




o 5
nen ean I.een positief of negatief teken toe, zodanig dat
" ﬂ van een positief georienteerd viervlek QABC is :

':»h‘f@ixe van @en negatief georienteerd viervlak negatief.
r%icht van de rekenregels met veotoren.

. B+D =b+8

(B+D) +0 = 2+ (D +0)
. p(E+B) = E+pb
(p+q)@ = p&-qT

3.b = B.o
{pa).® = p(a.B)
e T S e e
80 a‘( +c) = a¢b+&.0
9, aXxDb = ~(bxa)
P 10. (pa) Xb = p(F xD)
- —p g
11. & x(b +°) = &b +8 xo
1 — ———
12, a.(Bx3) = (axb).s = (8, b, o)
- o - -
13. 2 x(bx0) = (2.0)b - (3.D)0
Uit 13 en 12 volgt:
14, (8 Xb).(EX3) = (a. o)(b ) - (a. d)(b )

15. (axp) x(Fx3) = (£, B, Do - (3, b, 3)d = (3, 4, a)b - (T, 4, bla
Bijzonder geval van 14: (&:1.><7c>)"a =5 % 2 - (E.Tf)z .
FﬁlE. Bepaling van afstanden. |
1, Afstand van P(p) tot l(x = g+ ra).
3
REorste oplossing: Vlak door 2PIl: a.(x-p) = O.

oi— ol e
Sni jpunt met 1: R(r = ?—i—wf—‘—c—l )
a

2= (e - .G
32

Twcodo oplossing: Do loodlijn uit P op 1 heeft de richting van
ax{&x(ﬁ-ﬁ)} , dus d¢ paramctervoorstulling
= prrax{a x(3-9))

- SEeRll -1
Do lengtc is —9337 , dus in R is >\- 5 -
Opgave, Laat zion dat bslde oplossingen wotb hct zolfdo rosultnat vooran,

2. Loodrcechtc afstand tusson 1(3: = p+>\\1, onom q+/l[’).
Zock waarden voor )\ on zooat
pr>\~>) qﬂjg = V(e
S

o -ub - V(7 E_:'?Gp
Ma2 - p(RB) = dlg-D)
AZD) - fﬁa’z =%, (q-2)

Hiorult: >\ («-»-sr =TT LT
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150

16.

Eaaf&stuk 3

o ﬁmmpassingen der determinanten

;} meetkunde. ‘

ing. De kleine matrix van een stelsel lineaire vergelijkingen is de
matrix gevornd uit de coc¢Ificienmten der onbekenden. De grote matrix ont-
staat uvit de kleine matrix, door er de kolom der bekende termen achter
te zetten.

Twee lijnen: a X+ ayX, = aj
Rang Rang Ligging

kleine matrix grote matrix
2 ' . a - 2 Y . . - Snijdend
1 .+ « < . 2 .« . . . evenwijdig
1 .« .« « . i . .+ . . samenvallend
Drie lijnen.
2 « s o S twee snijdend, derde
‘ niet door snijpunt
2« . . . 2 . . < . een punt gemeen ,
1 . . 2 ¢« . . alle evenwijdig, niet
: alle samenvallend
' 1 . . . i . . .+ . alle samenvallend
Ruimtemeetkunde.
Twee vlakken - als twee lijnen.
Drie vlakken. .
[ S f 2 een punt gemeen
2 .« . G S twee snijdend, derde
evenwijdig met snijlijn
2« . . 2 e« . twee snijdend, derde
door snijlijn
1 . .« < . 2 . ¢ . . alle evenwijdig, niet
alle samenvallend
1 . 1 . . alle samenvallend

Opgave.Maak een dergelijke tabel voor vier vlakken
- 3 . AP N
Pundels. Gegeven twee snijdend lijnen: I = ay%; + 8%, + =0

M = byxq, + Db + by =0
1¥1 7 %2%2 T %o

AL +f# M= 0 stelt een lijn voor door het snijpunt S. - Is Pfﬁ) een
willekeurig van S verschillend punt, dan is de vergelijking van

(bypy + byp, + by)lagx +asx 2+ao) - a1p1+a2p2+a0 (b4x 1+b2x2+bo) =0
XL +f¢M 0 stelt dus iedere lijn door S voor; het is de vergelijking
van de lijnenbundel om S.

Opgave: Stel de vergelijking op van de vlakkenbundel ,bestaande uit alle
vlakken door de snijlijn van twee gegeven snijdende vlakken.

1.Vlakkenschoof. Zlgn drie vlakken gegeven die een punt S gemeen hebben,
X + ay =0, x+b0~0 cx+e,0_.o dan stelt
N2 X+a,) +f4(b.x+b0) +V (T X+c,) 0 een willekeurig vlak door S voaor
(vergeli?ging van de vlakkenschoo? om S).
2. Gegﬁygp drie vlekken die een punt_gpmeen hebben:
~ =0 TB.X+b c.x+co 0
De voorwaarde opdat het vgak *3 x+do 0" door het snijpunt gaat, - - 7
52 33 20
ol o2 cO = o Zijn twee_gq;jdenﬂe vlekken gegeven:
d2 d3 dO .x+ =0 X+b,=0, dan zal het vlak
2 "3 70 c.x+c9~ O hun snlgllgn bevatten, als de
volgende matrix twee is: a, a
b}‘ b2%3a0 3
cl 2 c3 cO
1 "2 *3 ~0



f 7
p%; pg) en § (g3, Qo) twee verschfllende punten in het platte

dan vergelijking ven de lijn PQ:
: 1 Xl x2
{1 P Pl =0
LR T

ﬁ;,}n P, Q, R drie punten in de ruimte, die niet op een reeshte lijn
' -1iggen, dan is de vergelijking van het vlak PQR:

1 B P 93 g

1l ql q2 q}

1l Ty T, T 3
Hoofdstuk 4

Cirkel en bol

§18 Imaginaire punten, 1ijnen en vlakken.

1., Bopaling. Ecn 1magina_r puat in het platte vlak is con gcordend psar

i comploxe gotellen ( i-+aW i, a f-ay i ); do beide getallen heton

i - de cobrdineten van hel punt Een imaginaire rcchtec lijn is dc vorza-

¥+ moling dor (redlc of imaginairo) punton, waarvan de codrdinaton aan

: con vorgolijking ven do cerstc graad met comploxe cotfficienton vol-
doen. Alle stellingen, dic voor hun bewijs slechts dc oplossing van

. " lincaire vergolijkingsn nodig hobbun goldon ook voor imaginaira punben

en 1ijnen. Dit geldt niet moar voor stellingon over hocksn on afstan-
don. Twee punten heton toegevocgd complox, als hun ovoerccnkomstigo
cobrdinaton toogovoogd complex zijn. Twoo 1ijnon mot toogevoogd com—
ploxo vorgelil jkingon ncten cevoncens tocgovoogd complex., Ligt con punt
op oon 1lijn, dan ligt hot toecgovoogd camylaxc punt op de toocgoevooegd
comploxe 1ijn,
Do varhindingslijn van twco toogovoagﬁ oomplaxa punton 1is rebol,

oot cvcneons het snijpunt ven twee tocgevoogd comploxe 1i jnon.

- 2 lingon. Eon imagrn ir punt in <do ruimte is oon goeordond drictal

g compfexn gctallon (ai4~a{ aj+al 1, aéﬂyan i),

O

Bon imaginairoc lijn is gagevcn door dc paramcturvoorstolling X = }?«P}\a,
waarin dc¢ vectoron complcx zijn, .
Eon plat wvlak is gogoven door de vorgeli jking = . x_f ¢, waarin a cen ©

complex zijn. Het toogovoogd camplexe punt ven P is P; ovenzo voor
lijnen on v}akkon,

Stellingon,Ligt P op 1, den ligt P op 1 ; ligt P in &, dan ligt P 1in
o= %gar iodoer cqmplax punt gaet con rc8lc lijn on con bundel redlo
vlakkan. In lodor ocomplox vlek light eon roBle 1lijn, of hot vlak is
; o*mm;;dig mot oon rool vlak.
‘ 1ing, & imaginaire 1ijn, waardoor con redel vlak gaat hoot
okt imnginnir,
Stoll: :% . Bon onvolmaakt imaginairc 1ijn bovat con rolial punt of is
ovonwi e ig mot con ro8lo lijn. Omgokoerd: cen imnginaire 1ijn, dic
oon roliol punt bevat of ovenwi jdig is mot con ro¥lc lijn, is onvol-
- maokt imnginnir,

19. I _eirkel. 2

§ L. Do vorgeiijking ven do oirkel (M, r) is (x -m) = rz' (1)

" of  X§+X§ - 2mx; - - 2mpxpto = 0 (2)
’ o = mf+mj - r?-

ot u{x§+x§)+2blx1+2b2xz+d=o o (3)

{1) of (2) hoot do mmalvargalijkmg van do cirkel. Do vergolijking
van 4o cirkel door drie punton A, B, C, niet op cen reohte 1ijn luidt:

Frgk- A7



2.
. Substitutioc geoft:

3e

,‘30

2
e

e
(3]

Is'r£0 of imaginair, of M imnginnir, den diont vergelijking ¢1) als
dofinitic ven cirkel (M, r). WiJj ondarstellen g on r stouds rolel.
Do eirkol mot stranl 0 : (x; - my) +{x; - mz) = 0 is ontnard in do

lijnen %, -m, =t i(x; - m). Eon 1ijn mot rioktingscodfficicnt +1
hoet isotroop, N
Snijpunton ven de 1ijn 1 (% = p+Xras |81 = 1) mot do cirkel (1).

: -
,(*KX;;‘@‘Z = ri >
>\2 +£2\0.(p-m) H{P -m)¢ -r2 =0
-—-)
- >\1)\2=(P"m2‘1‘2
Zijn Sy on S, do snijpunton, den volgt hiocruitb:
m{PSy) . m(BS,) = (p ~M? - »2
n{Ps;) . m(FS,) heot do macht ven P t.o.v. do ecirkel.

Steclling, De macht van P ton opeichtc van eon cirkel wordt govondon
door dc coBrdinaton van P tc substitucren in hot linkerlid van d4c op
nul herleide nomaalvorge;%;}king Yen do cirkol.

Gegovon do cirkcls Cp { X - 2dux+c = 0 )

Cp (2 - 2R x+d =0 ) |
Do vargelijking 2(m -=n).x - (c —d) =0

stolt con rochtc lijm 1 woor; 1 is dc mootkundige plants dor puntcn
moet golijke machten t.,o.v. Cj on Co (machtlijn); 1 gant door do snij-

punton van Cy on Cp om staat loodrecht op do combtranl MN.
>\Cl-+-(l - A 1Cs = 0 1is voor clke waarde van A do normaclvorgeli j-
king van con cirkel door dc snijpunton van Cy on Cp; dozo cirkols

~vormen ocn cirkcelbundel., Twee willckcurige cirkols uib dc bundcl hohbon

4.

1 tot mechtli jn,
Er zijn 4 soorten cirkslbundcls:
I ¢Cjon C, snijdon olkaer in twoee rodle punton {basispunton).

IT Cy on Co snijden elkanrr in twoo toogevougd comploxs puntcon. Do

bundael bovat twee re8lc cirkels moet strac~) 0.
ITY Gl en 02 raken elkaar. Alle cirkels raken elkaar in hetzelfde punt.

IV. Gy en 02 ziJn concentrisch. Alle cirkels van de bundel zijn con-

centrisch.
Beeldt men oirkel (2) af op het punt (m,, m,, o), dan ontetuat een
eeneenduldige afbeelding tussen de cirkt%ls fn het vliak en de punten
in de ruimte. Hierbdblj correspondecrt son cirkoclbundol mct con rochbo
lijn en omgckcord. , "
Ds eirkel Cp (M, r) of (X% - FA.X +o¢ = 0) snijdt do oirkel C (P, s)

of (X2 - 25.X + £ = 0) loodrecht, als (m - 9)° = r° + 8% of

‘?az~r2f?2Lsz_ﬁ'3n0 of 2myp)+ 2myp, - £ = 0 (4)
Evenzo luidt do voorwaarde, dat C, (X2 - 28.X + d = 0) oirkel C
loodrooht snijdt: 2nyp; + en,p, ~ £ =4 {5)

Boschouwen wij Cy on C, als goegoven, C als verandorlljk, zodat p,, P,
on f lopendoc co8rdinaton zijn, dan stollom (4) on (5) vlakkcn in do
ruimte voor; is M # N, den zijn hot snijdondc vlakkon. Hun snijlijn
tealdt de cirkols af, dio C; en G, loodrecht snijden.

8telling. De cirkels, dic twoo nict concontrische cirkels Cj en Cp
loodrocht snijdon vormen coen bundol

, - IS
Tedore eirkel uit: ﬁ snijdt lodore oirkol uit do bumdol, door ¢; on
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Q@ﬁpepaald,\loodrecht; 2o behoort hij iedere miet concemtrische cirkel-
aindel (X een loodrechte bundel f# . Is =« van type I, dan is P van type

1 en omgekeerd. De basispumten van &/ zijn de nulcirkels van {3 en om-—

.~ gekeerd. Is &« van type III, dan ook {3 .

5. Alle cirkels, die cirkel C loodrecht snijden, worden afgebeeld op het

~ . vlak (4). Zij vormen een cirkelnet.M heeft gelijke macht ten opzichte

~ van alle cirkels van het net (machtpumt).

' Gaat men uit van een parametervoorstelling ven het vlaek (4), dan
vindt men voor de vergelijking van het net: . :

‘ >.01+1102+ (1= A~ M 303 = 03 (6)

Hierin zijn C,; C,, C, drie cirkels uit het net, die niet tot een bundel
behoren. e
Br zijn vier soorten cirkelnetten: behalve de drie typen, waarvan de orthogn
thogonaalcirkel een straal heeft, die positief, imagireir en nul is, nog
het net, bestaande uit elle cirkels, waarvan het middelpunt op een gege-
ven lijn ligt. -

20. De_bol.
1. De theorie van de bol is voor een groot deel analoog aan die van de
cirkel. Vergclijking (1) uit § 19 geldt ook hier.
Opgaven. 1. Breng de vergelijking van een bol op de vormen, nnaloog met
(2) en (3) uit $§19.

2. Leid de vergelijking af van de bol door vier punten, die niet
in een plet vlak liggen.

Egn bol netzstraal nul en het middelpunt in O heeft tot vergelijking
2
X

1 ¥ X5 + X; = 0. Voldoet hieraan P (pl’ Poy p3) dan voldoet.ook

~(>\p DN pggﬁgéus ieder punt van de 1lijn OP. De "bol" is een kegel met O
als %op en imaginaire beschrijvenden. Hetzelfde geldt voor een bol met
straal nul, wasrvan de top niet in O ligt. De beschrijvenden van deze
kegels heten isotrope lijnen.

- 2.Voor de macht van een ri™% ten og?ichte ven ecn bol goldt dezelfde stel-
ling als bij de cirkel. Twee bollen hebben een machtVlak. De the®cie van

de bollenbundels is geheel analoog aan die van_de cirkelbundels.
Opgave. 3. Werk dit alles uit aan de hand van §19, no.2 en 3.
3.De voorwaarde opdat de bollen

(B)'§2 - 2m.%+c = 0 en (Bl) X< - 2§:§+f = 0
elkaar loodrecht snijden, luidt: °

2myp; + 2myp, + 2mypg -~ ¢ - £ =0 (1)
Uit (1) volgt:
Stellingen. Snijdt de bol B de bollen B, en 32 loecdrecht, dan snijdt, dan
snijdt B alle bollen van de bundel B , die niet tot een bundel be-

B,, B
¥ ]
horen loedreeat, dan snijdt B alle bo%lengvan3het volgende bollennet

loodrecht: X‘ >\
2 +HB, + (1 - -/l}B3 =0

Snijdt de bol B de bollen B,, B,, B,,dic .niet tot een bellennet be-

B,
horen loodrecht, dhn snijdtlB elke gol %an de volgende bollern:choof
loodrecht:

AB) By + V By +(1 =X -p-V)B, = 0
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Hoofdstuk 5

_ﬂoérdiwéﬁtransformaties en verplaatsingen in het platte vlak

21. 1. Draaiing van het coordirm ten-
stelsel. .
Voor twee "nderling loodrechte een-
heidsvectoren @ en ¥ als nieuwe
grondvectoren in.
Q= 'é"cosgo-f-? sin 50

v -—glsin + ‘gecos

=—¢;8inf+ e,cos @

> '* ‘-b . — . »
P = pjutpiv = (pjcosp - p) sinP) ey + (pisinP+ picosP) e,

dus de coordinatentransformatie luidts

xl = xicos?-— xésin 50 (1)
X, = xisinf+ xjcos ¢
Verschuiving van het coordinmtenstelsel.
Wordt O verschulven naar O' (a,b), den is Xy =%} +a (2)
X, = x'2 + b
Algemene rechthoekige coordinaﬁentranafcrm&’cig.

Voer eerst een verschuiving, daarna een draaiing van het coordinaten-
stelsel ult’g X) = Xj'cosp - x5'sinp + a

X, = xj'sing+ x}j'cosp + b (3)
Verplaatsingen van het vlak.
Laat door eenverplestsing het punt P overgaan in het punt Q. Wordt het
coordinatenstelsel mee verplaatst, dan zijn de coordinaten van Q in het
nieuwe stelsel gelijk aan die van P in het oude.
Uit (3) volgt dust .

' 28111 ?’ + a (4)

xlsincfa+ xzcos P + b

i

1
Opmerking, In (3) betekenen x!'en x.' de coordimaten van het punt
(x,, X 5 in een ander coordindtenstSlsel. In (4) betekenen y, en Yo de
co%rd vten van een ander punt in hetzelfde coordinmatenstelsel.
(4) heet een puntitransformatie of transformatie van het vliak in zichzelf.
Opgave. Schrijf de transformatieformules uit: a)voor een draaiing om O;
‘n} voor een parallelverschuiving.
Scheefhoekige coordinaten.
In 21 kunnen wij voor U en v ook twee willekeurige onafhankelijke vec-
toren nemen. (3) wordt dan: :

xlcos <f’-— X

]

X, = ulxi' + leé‘ + a (5)
X, = u,xyt o+ v x5+ D
Is rt,ﬂ = ‘?‘= 1, dan zijn x3' en x‘z‘ scheefhoekige coordinaten; anders

algemene affiene coordinaten.
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jking van de tweede graad. {Techthoekige codrdinaten)
2 4-28; 5%, +28,0%, 89 = O (6)

) hiérin de aaa?ﬁinatentransfarmatie (1) uit, dan vindt men
*T@iant van X.X

’*”aaauﬂin goos gpt2a7,(cos? Y- Sm2?)+.za22.sin poos

Dus by, =0, als tg 2@ = i V- (n
s 12 50
- 85
. Door draaling van het assenstalsel over een der hoeken 99, die aan
Y Vbldoen, gaat (6) over in

¥ . .
D12%] *4-Dopxp? 4+ 201 %] +20p0%3 +p0 = O (8)
Geval I. Dby #0, by, # O

Stel xi—-{—m = xi“ , xé +E&Q = xg

by1 P22
{assenverschuiving, vgl. (2)). Er komt: bllxl 4—b22xgz+-b00 Q
Ia. b, # 0. Deel docr by

Ia.l. ©37> 0, cos> 0 #1lips.

Ta.2. ©37>0, Cpp L0 Hyperbawl.

Ia. %, Gll<io’ c 2<iO Nuldelige kegelsnede.
- "2

I, 1. bll en h22 h@pben geligke tekens:

" i a . -
(Voy xT+1Vbepx3) (Y b1y x] = 1Vbgp x3) =
twee snijdende, toegevosgd complexe lijnen (snijpunt redel).
Ir, 2. byy en b22 hetben verschillende tekens.

(Vd1y 1 + V-bpp xp)(Vbyy xp = V-byp xp) =
twee sni jdende re8le 1li jnen.
Geval II. by; = 0, by, # 0. Stel in (8) +-2— =xj, x} =xi
we n =
DapXp” + 2b10%] +bgg =V (11)

ITa. byg # 0. Stel

.

X2

——
-

¥ 00 . — ¥
STyl SR
baéig +2by 0%, = 0. parabool. | {12)

/ b
: - T QQ

ITb.1. b,, en by, hebben gelijke tekens. Twee toegevoogd complexe,

ovonwi jdige 14 jnon.
Iiv.2. b22 en bOO hebben verschillende tcekens. Twoe re8lce ovenwl jdigo

1ijnen.
Ixc. blo = hﬂo = 0. xgz = 0. Twoc samenvallendc redle 1ijnocn.

G avn. Bopaal de vergelijking ven cun hyperbool op zijn asymptoton
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1

Algebraische krommen.

-

25, 1. Bepaling.Een algebraische kromme van de n® graad is de meetkundige
- plaats van de punten, waarvan de coordimten voldoen aan een algebra-

~ische vergelijling van de n~ graad in Xq en X, 2

£(xyy %) + £ (%, x50 + ..n + £, (xq, x,) + £y = 0 (1)
fk(xl’ XE} is homosaon van de grasd k in xq en X,.
2. Snijpunten met een rechte lijn. X; =Py + Xkai

Substitutic in {1) geeft een vergelijking van de graad n in 5\ (tenzij
de coefficient van \" nul is).

‘ Stelling 1. Ten rechte lijn heeft met de kromme in het algemeen n snij-—

26.

27

punten. Ten snijpunt behorende bij een r-voudige wortel,
moet r-maal seteld worden. N
= Aa,
i

Gedrag in Q. k gaat decr O als £, = O. Substitueer x;

>\n:f.’n(aatl, 32) + >\n“lfn__l(a;, ag) $ oot >\f1(a1, a2) =0 (2

Onderntel dat fl(xl, xz) niet identiek nrl is.

Bepdlinz. P heet een enirelvoudig punt van k, als P op k ligt en er lijner
begtaan, die in P een enkelvoudig snijpunt met k hebben. )
Bepaling. De raaklijn in een eni:elvoucdig punt P is de 1lijn, die in P

een meervoudig snijpunt met k heeft.

Stellinzg. Is O een enkelvoudig punt van k, dan vindt men de vergelijking ven
van de raaklijn in 0, door de termen van de eerste graad in (1) gelijk
aan nul te stellen. Voldoet de oplossing van f (%45 X,) = 0 o0k aan o
f?(xl, x2) = 0, dan heeft c¢e raalilijn in O een meer gan tweevoudig snij-
pulit.

Beraling. Ben enkelvoudig punt, dat als snijount met de raaklijn in dat
punt neer dan tweemaal telt, heet buigpunt. o '

Is fT(Xl’ x2) 0, dan telt O op iedere lijn door O alsdutbel snijpunt.

Bepaling. Een punt P heet r-voudig onunt van k, als er lijnen.bestaan,
wasrvoor P als snijpunt met k r-voudig telt, maar geén 1ijn wasxvoor P
minder dan r-voudig telt. }

Striling. O is een r-voudig punt van k, als f5, £y, «...., ., identiek
nul zijn, maar I, niet.

Bepaling. 1 is een ragklijn in het r-voudige punt van P, wanneer P als
snijpunt van 1 met k meer dan r-voudig telt.

Stelling. Is O een r-voudig punt van k, dan stelt f (xl, xz) = 0 de rask-
lijnen in O aan k voor. r

Is O een dubbelpunt, den onderscheiden wij drie gevallen:

Twee verschillende reéle rasklijnen: knooppunt.

Twee toegevoegd complexe ragsklijnen: geisoleord n' nt.

Twee samenvallende roaklijnen: keerpunt.

Asymptotische richtingen en asymptoten.

Substitueer x; = p; + >\ai in (1

o f D f

n

>\nfn(al, a,) +>\n—l§plfyg* + D, %752 + £ (g, ag)g + ..= 0 (3)
n

Nadert a,/a, tot een waarde, waarvoor f (a,, a,) = O dan nadert een der
/ 1 n‘“1* <2

wortels Van (3) tot <O .

fn(x 1 X,) = 0 stelt een aante? lijnen door O *nor; deze geven de asymp-—
tutiSche richtingen van k aan.
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’ psympt iﬂg&a riohti.n& 8.2/&1 het plmx‘; P 20, x
‘h tmk @& m&fﬁei&nt van ),\n«- in {3) nul wordt, dan is de lijn v
1 = pi+ ey s3en asguptoot. De vergelifking van de asymptoot is dus:

..ﬂ.;—...ﬂf =0 .. 4
o x2aa +fp-1lay,2p) (4

Ly _ony
—= = 0, dan heeft men een bijzonder geval.
Egﬁ 1 Gedrag in een willekeurig mt P {m ,p_e} Verplaats de oorsprong. N

naar Pe X3 = xl+pl y Xp = 12 +DPo

£ 3t LO°fF 3%t 1o9°f ‘
f(xl’xz}’f(Plez)*‘(xla "’x25 )+(x1 3—24-2::11:25 o +X + .. (5!
2

Ligt P op k, dan is f(pl,p2 = 0. De raaklijn in P is (x;-p;)7—

u ar dr _ of
+—(x2~pz)§§— = 0. P is dubbelpunt als 5—~ 3"" = Q, Daar de vergelij~

2
kingen f(xl,x2) = 0, gg— = 0, g—{ = 0 geen gemeenschappelijka oplossing

bechoeven tc hebbon, honft con algobraischa kromme in hct algemocon geoen
dubbelpunt.

2. Tocpassing op de kegelcneden. )

2 (
£x) = agyx{+2a1,%1Xy + 8pp¥5+ 281 Xy +-28, 0%+ 800 = O - (e)
Vnor de rasklijn in P vindt mep, gebruik makende van f(p) = O o
£ix; p}"allplxl*ala(l’axl'ﬁ pyX5) *”azonxz* &10(3‘1*91)+320(X2+92}*“60‘0 SRS
De asymptotische richiingen volgen uit - {73--
| 811Ff 428307 Xy 4 8pp%F = O .

De kegelsnede is dus een eilips of nuldelig, als 831850 >0; een
hwperhool, als ajj8p--0j 2 L0; een parabool als ajjags-ay» = 0, Zij is
e orﬁhoponalﬂ h}pe*buol als au +a22

\..—.—-w

?i'i soroo0l en” pwabool

¢, T& asymptoten ven ocen birkel zijn de isotrope 1ijnan door het middel-
purs.

3., welke ontaarﬁmgen behoren bij elk der san het slot van doze pm'agra&*’
gonoomde guvallen?

Hoofdstuk 7}

- —  ——— ——————————

Kwedriokon,

§ ¢9. Omwentolingso pervla}ckan. " o :
i. Laat P{py,0,py) con punt in X0Z zijn on *‘ql»qa»q33 hat punt dat uit

® ontstaat door drsaiing om do Z-as over_con hook @ ; dan is
=pj co8" =2porsin = = +\/a2 gl
q1=p1 ¥, Q2=ppsin @, Q3=pz. D a1 +492 » Pz=q3.
Ligt P op dc¢ krommo f(xl,x } = 0, dan ligt % op hot opporvlak
fT{ryv x?qu; s x;) a 0, Lig’c omgckecard ¢ op dit oppervlak, dan kan mon
¢ =zo bopalen, dat P op do krommo (xl,x ) = 0 ligt.

3%tolling. Do vorgolijking van hot cmontalijngsoppcrvlak, dat ontstaat,
deor do mmo X, 20, £f(xq, 1:3 0 to wentolon om de Z-as, luildt

:r' "i-kfxf«u:g »X3) =0 : | | “ E
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X X +X, x§ i
—%‘: 1 geeft emwentelingshyperboloide —— + -5 =1 (1)
c . : a c .
x2 |
= 1 geeft eenbladige emwentelingshyperboloide {om-
c ‘ ‘
zxt lingshalfvlak) x—-——g-%xg fg (2)
wentelingshalfv - = 1 £}
a” c
: %2 2
. 1 %
Hyperbeol - - —% = - 1 geeft tweebladige omwentelingshyperboloide
' a c
i 1
(draaitweeblad) == - —% = -1 (3)
2 2
‘ a c
%2 2, 2
1 . - 1% |
Parabool —5 = 2%; geeft emwentelingsparaboloide (vaas) 5= = 2xz  (4)
a a

30. Algemene oppervlakken. .
1. Deor de affiene transformatie (samendrukking) X =X{, Xo= %xé,x3=x%
tntstaan uit de emwentelingskwadrieken achtereenvolgens:

, x% xg x2
Ellipsoide — + —5 + =2 = 1 (5)
: a b c
2 2 2
, X} X5 X
Bembladige hyperboloide (halsvlak) —5 + —5 - —5 = 1 (6)
' a b c
x2 2 2
‘ . L, X2 |
Tweebladige hyperbolotide (tweeblad) 5 + 5 - % = -1 (7)
a b c
2 2
: %
Elliptische paraboloide (ellipsvaas) —5 + —5 = 2%y (8)
a b
De doorsneden van het laatste opnervliak met de vlakken X, = ¢ zijn con-
2
: X
gruente parabolen, wasarvan de toppen liggen eép de parabool xlzo, —-g- =2x3
. : b
2
x
Laat men ep analoge wijze de parabool -—"—21- =2x3, X, = 0 met zijn top glij-
2 a
x
den langs de parabbol —% = -2x3, Xy = ag, dan entstaat de
b X x?
Hyperbolische paraboloide (zadelviek) —f ~ —5 = 2x5 (9)
a b A
2. Op het halsvlak (6) liggen de twee stelsels rechte lijnen
e X5 (a1 _ %3 X5
M=+ 2 =M1+ 5 A== =) =s(1+55)
a c b -ra I b
I x, % A x, en II <. X, g, x,
M F-F=A0 - T =0 -5

Door ieder punt van het eppervlak gaat één lijn van I en &én lijn van II,
- Twee lijnen van eeznelfde stelsel kruisen elkaar (de rang van de grote
matrix der 4 vergelijkingen is 4). Twee lijnen van verschillende stelsels
. liggen in een vlak, zonder samen te vallen. Aan elke lijn van I is &én
~ 1ijn ven II evemwijdig en omgekeerd. :



‘ Hiervgor‘gelden amaloge eigenschappen; evehwel is nooit een lijn wvan I
evenwijdig met een lijn van IT. Alle lijnen van I zijn evenwijdig met

| X X v X, X ' oo

vlal; -é-]-'- + -Bg- = 0, die van II met -5_-33 - -.3-2- = 0 (richtvlekken).

Meetkundige plaatsen.

§32. Een vrasgstuk waarin een meetkundige plesats in het platte vlak
gevraagd wordt, kan dikwijls teruggebracht worden tot een vraagstuk
van de volgende vorm: Gegeven zijn twee stelsels krommen E\) en
L('A), zodat de vergelijking van de algemene kromme van ieder stel-
sel een parameter )\ bevat. Gevraagd de meetkundige plaats van de snij-—
punten van overeenkomstige (bij dezelfde waarde van A behorende)
krommen uit beide stelsels. Algebraisch wil dit zeggen: de voorwaarde
te zoeken, waaraan Xyy Xy moeten voldoen, opdat de vergelijkingen
K(x1, X5 "A) =0 en I{xq, X5, A ) =0 een gemeenschappelijke oplos-
sing hebben. De gevraagle vergelijking wordt dus gevonden, door r}\
uit die twee vergelijkingen te elimineren. . — .

In de ruimte &oen gich analoge gevallen voor. Hier volgen enige

voorbeelden. '

§ 33. Regelvlakken. :

1. Een regelvlak kan gegeven worden door een parametervocorstelling

T =D (%) + Na(t). X=T7 (%) is een riohtkromme.
2. Laat een ruimdekpvomme gegeven zijn door "

£y (XppXpad3) = 0, 5 {xp,xpex3) =0 () (D)
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3. Zijn drie krommen kl,kz,k3 gegewn, dan verkrijgt men drie betrekkinga
tussen ‘i? en? , door te eisen, dat 1 de drie krommen snijdt. \
‘Door eliminatie van de verhoudingen van aj,ap,a3 ontstaat de vergeli -
king van het regelvlak met de riéhtkrommen kj, kK,, k3 . Is kj een
: rechte 1lijn, dan brengt men door k; een veranderli jk vlak o +A g = O3
: de snijpunten met k, en k} zijn P(\) en (N}, De lijn PQ is
Xy 2 tpi( A)+(1-t)gi( \ ).
Door eliminatie van t en )\ vindt nen de vergeli jking van het regelvlak,

« Cylinders en kegols, .
§3£; De algemene parametnrvoorstalling van ecn cylinder is
‘ — o
T=plt)+ )d
die van con kegel x=p%—)\a(t). » ' '
De vorgolijking ven dc kogel met top P en richtkromme (1) vindt men -
als volgt: Substituger (2} in (1) en elimincer A\ . Substitucer in
~© hot rosultaat ¥ -~ p voor & .
-~ « Omwontclingsopperviaekken.
§35 Hot goval, dat do omwontolingsas met de Z-as sam_gn alk is in. § 29
bchandeld, Laat nu do as gogoven zijn door X = D + )& , Gn oon
richtkrommc door (1).
Ecn paralldlcirkol is gegocven door .
(x - p)2 r? ;. a.X=ec ‘ (4)
Eliminatic van X uit (1) on (4) geaft_, 9@ (r ,¢) = 0, Do vergelijking
. van hot oppervlak is dean i;a((';?—?) +8 o x} 2 0,
B . De omhullende van een stelsel krommen.
§36 Taat gegeven ziJn een stelsel krommen f(xl,xa,t) = 0.
: De vergeli jking g’% O stellen wij voor door g(xl,xz,t) = Q.
Laat P een snijpunt ziJjn van £(xy,X,,t;) = 0 en g(xy,X;,%,) = O.

Wij onderstellen dat in de omgeving van 2, t uit g{x;,x,,t) = 0 opge~
lost kan worden in de vorm t = 93(::1,12). Substitueren wij deze uit-
komst voor t in f(x;,X,,t) = 0, dan ontstaat h(x;,%X,) = 0.

Stelling. Stelt h(xl,xz) = 0 in de omgeving van P een kromme vOOT,
dan raskt deze in P aan de kromme f(xj,X,,t5) = 0.

Bewl js. De raaklijn in P aan f(xl,xz,to) =0 is

bf df o
- ) - Y 2 0,

De raaklijn in P aan h(x Xy ) = 0 13

0f 0 @ d3f ® % - = q
( aplmte 55y (01 plm a"'* - 35 Jxe ~ pp) = 0.
Daar volgens onderstelling g—g— = g(xl,xz,ta) = 0, vallen de beide
o

raakli Jnen samen.
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. Hoofdstuk 9.

Gobrdinastentransformatiesin de ruimte.

§ 37, Kiezen wij in de ruimte een nieuwe oorsprong (a, ,a‘,‘,,aa) en drie
wil lekeurlge onafhankelljke grondvectoren u, v, w, dan wordt de cobr-
dlnatentransformatle (verg. § 23)¢

X, =u, X, +v, x; +w X, +a,

X, = U, X; +V, X, +w,X, +a, (1)

+ v, X, +w, X, +a

XBSHBX 3 a a3 "3

§28, Wij beschouwen speciaal de overgang op een nieuw Cartesisch
stelsel met dezelfde corsprong. Dan is

a,=a,®a, =0. |
uf-i—ui-i—u:‘:l ‘ui’VT +v, v, +u, v, =0
v+ v, -t-jré2 =1 oou, W tu, W, +u, w, =0 (2)
w,2+w21+w32¥1' v, W +v, w, +v, wg = 0.
De transformatiematrix S voldoet dus aan
sTs=1,0f8 =87 . )
Een matrix met deze eigenschap heet orthogonaal.
Uit (3) velgt S 87 =1, dus
u+ v+ w =1 u, u, +v, v, +w, ow, =8
.u22+v22+w22=1 ow, v, vV, v, +wW, W, =0 (4)
ul+ v, w =1 U, Uy *V, V3 +wW, w, =0 .

De betrekkingen (4) zijn aequivalent met (2). Uit (3) volgt verder
(det 8)*= 1, dus det S = + 1.

Het teken hangt af van de orientering van het vecterdrle‘tal R, ¥V, w
(&8).
Hoofdstuk 10,
Herleiding der algemene vergelijking van een kwadriek.
8 39. De vorm 3 aj X; X, (1) gaat door de transformatie
X; = Zsq xi over in
'

i i t
2 85k Sil Sym X} X = 2 LIV S

wa&rin'blm = 2 sil a i) SJ(TQ' (2)
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Voeren wij de matrices A = (ajy ) en B = (b; ) in, dan is (1) te schrij-
ven als | i
| B=sTAS (21)
Daar A symnetrisch ondersteld wordt; is eok B symmetrisch. |

§ 40, In Lineaire Algebra & 34 is bewezen: Bij iedere matrix A kan men

ecn matrix T vinden, zodat H = T™'A T de driehoeksvorm heeft.
Uit de afleiding blijkt, dat men T orthogonaal kan kiezen, zodat
=17, 1s A symmetrisch, dan is H symmetrisch, dus H heeft de

diagonaalvorm. Wij vinden zot

Stelling. De vorm (1) kan door cen orthogonale transformatie op do:
vorm = A xj?‘ gebracht worden, waarbij A,,...,Ay dc eigenwaar-
den van A zijn.

§ 41. Stelling 1. Twee eigenvectoren van een symmetrische matrix,
behorende bij verschillende eigenwaarden zijn onderling loodrecht.
BeWijSv Stel )\111.‘; = Z alk uk ’ }\gfj = 2 &3k Vk ’ }\1¢ }\n .
)\,Eu_.; Vi =z ajk Ux vy »
ANZuy vy = Zap u; vy = Zag u vy (want ag = ay; ), dus
(AN=A) 2wy vy =0, dus Su. v;= 0.

i
Stelling 2. Alle eigenwaarden van een reéle symmetrische matrix zijn

reéel,
Bewijs. Was A, complex, dan was A,z X\, , dus 2 u; u; = 0, wat niet
kan.

§ 42. De algemene vergelijking van een kwadriek

3 3
ikz1aik X + 2 lz 2gl X] * a5, =0 (3)
FEAL =1
kan dus door een assendraaiing gebracht worden op de vorm
2 2 |2 ' _ ,
A+ ARy 4+ Axy 42 _1:% by X] *ay, =0 (4)

Aiy Ay )\3 zijn de eigenwaarden; de nieuwe assen zijn eigenvectoren

van de matrix

811 810 %3
A= 81 8pp 8oz
831 %20 B33

8§43, Om de werking van een algemene transformatie van Cartesische
codrdinnten te onderzoeken, meken wij (3) homogeen:
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%-‘ ajx X; Xy = 0;

de cc’érdina‘tgn‘hransformatie is dans

{

= x
o o
(T){ " y+ |+ |+ t(,_lz)
Xy =a;x, vusx, +vyx, +wox (1= 1,2,5

Verstaan wij onder D de matrix der ay (i,k = 0,1,2,3) en onder D!
de matrix der b;; , dan is volgens § 39

p =0T DpT (6)

Daar de matrices S en T niet singulier zijn, is de rang, zowel van
A als van D, tegenover cobrdinatentransformatie invariant (Iin.Alg.
§ 30).

Opgave. Bepanl de rang van A en D voor de verschillende ypen van ke=-
gelsneden (8§ 24),

§ 44. De vergelijking van de kwadriek luidt nu

12 v 2 1R ] t 1
AxS o+ A Xy AXy o+ by Xy +2by, X, +2bgyxy +

+a, =0 | (7

Geval A. Ay, A, , A, niet nul. Door een assenverschuiving brengt men
(15) op de vorm

w2
MNxy o+ A+ Asxgz + by =0 (8)
Al. bog # O. Algemene kwadriek.

Het verschil tussen het aantal positieve en het zantal positieve coef-

ficienten in (16) heet de gignatuyr.
Signatuur 4. nuldelige kwadriek.
2. ellipsoide of tweeblad.
0. halsvlak.

A2. byo= 0. Kegel; nuldelige of algemene kegel al naar de tekens van
)\1’ )\2, Aan
Geval B. A= 0, A, en A, niet nul. Door assenverschuiving

Me e At 2bgs X3 ¥ by =0 (9)

Bl. b, # O. Weer assenverschuiving.

il

2
AP A 4 2bg, xi =0 (10)

Paraboloide; elliptisch of hyperbolisch al naar de tekens van Ay gh,.

L]
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B2, In (7)) is byy = O, by, # O.

Elliptische of hyperbolischecylinder.

B3. In (7) is by = bog = O. ‘

Twee Snlgdende vliakken (re¥el of tm@gevoeg% complex).
Geval C = Xg =0, A;# 0. Assenverschu® ving geeft:

)\x“Q + 2bgy X5 + 2by, Xh +bog =0 . )
Cl. by, en by, niet beide mul. Kies de X -as langs de lijn

2bo; Xz + 2bgy Xy + by = O

)\ﬁc‘?n + 20, X, =0 (12)
Parabolische cylinder.
C2. by, =Dhg =0, by # 0.

Twee evenwilijdige vlakken, re€el of toegpvoegd complex.
C3. Dy, = by = bgg = 0. Refel dubbelilak.

Oggave. Maak een tabel van alle typen - 'an kwadrieken met hun eenvou-
digste vergelijkingen: bereken voor elr type de rang van A en van D,

§ 45. 1.In geval Al en Bl kan men b,, , Tresps byy berekenen, door
gebruik te maken van de betrekking de’. D' = det. D, die uit (6)
volgt, Voor de bepaling van de gedansn e van het opperviak is het dus
niet nodig, de codrdimatentransformatbe uit te voeren.

2. In de gevallen, waarin een of meer middelpunten aanwezig zijn (Al,
A2, B2, B3, C2, C3) kan men die midd.lpunten direct vinden., Daartoe

trachten wij door een assenverschuiving

§
Xi ~Xi +pi

de termen van de eerste graad te lalien wegvallen.
(3) of £(x) = O gaat dan volgens de formule van Taylor over in

o)+ ) 2L x} +§Z x} X} = 0 (13)
1
-——ﬁ-—L = 2a Een middelpunt iloet dan voldoen aan
?p; 0 Py ik ¢ punt
of
= +
% oy 8, %, * amxg-b ay5%5 * 810 0
&afr-a Xo# CagnXpt BnaXy + 8,n = 0 (14)
:ﬁz 21 717 "e2T2 2373 20
k«iﬁax+dx+ax+a =0
2x 3171 3272 3373 30

A%}
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Dit zijn de mzddelpuntsvergeligkmgen. Hun kleine matrix is .M S
3, Uit (13) blijkt nog, dat :m’j‘a@* genoemde gevallen de bekende tem
gelijk is aan f(y}, waArin P m 144 '
- 4, Schema voor de bepaling van %mfam ‘iiggz.‘ng van een kwadriﬁkw
a) Bepaal de eigemmaarden A,, Ay, Ay vanA, 3 ‘ |
b) Bepaal zo mogelijk door toepassing van no. 1 of no. 3 de nag onba% ‘f
kende coefficient. De vorm van het oppervlak is nu bekend, ~
¢) Bepaal de asrichtingen als eigenvectoren van A.

| d) Bepaal het middelpunt of de lijn of het vlak der middelpunten uit
(14). Het laatste gaat niet in de gevallen Bl en Cl. Men kan in deze
gevallen een punt van een symmetrievlak vinden, door het midden tus=
sen de snijpunten met een lijn in een asrichting te bepalen. {(Iater
bespreken wij een algemene methode fter bepaling van symmetrievlakken)q
§ 45, Uit de gereduceerde vergelijkingen in § 44 volgt: Heeft de
karakteristieke vergelijking een dubbele wortel, dan is de kwadriek
een omwentelingsoppervlak; zijn de drie wortels gelijk, dan is gze

een bol. Bij een dubbele eigenwaarde A, is de rang van

A- AT  gelijk asn 1. (Dit laatste geldt alleen bij rele coeffi-
ciemnten).

Opgave. Onderzoek de laatstgenocmde eigenschap bij kegelsneden.

Nodig en voldoende, opdat (3) een omwentelingskwadriek voorstelt, is
dus

: 2
ﬂall"' )\1)(822 - )\1) - 312 = 0, (all - /\5 );323 - 312313 = 0 {15)
en cyclisch.
Als 9.123'13&23 ?! 0! is (15) gelijkmardlg nmet

a. .2 B0 S B
)‘1 = 311 - .—M = 822 - —..2_].;-.21 = 333 -~ .—1%—12- (Jacobi) (16)
803 13 12

Opgave. Wat wordt (15) als bijv. a;, = 07
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Hoofdstuk 9 3
Algebraische Oppervlakken.

§ 47, Analeog met hoofdst. 6 tot en met de definitie van een gewoon
Bepaling. Wen rasklijn in een enkelvoudig punt P is een lijn, die in P
een meervoudig snijpunt met het oppervlak heeft. ‘ f“w
Stelling. De meetkundige plasats van de raaklijnen in een enkelvoudlg
punt is een plat vlak (raakvlak in PY. ‘
Bewijs. Leg O in P. Vergelijking van het opperviak:

fnfxl, X, XB) S fz(xl, X x3) + fl(xl, X1 x3) =0 (1)

Sububitueer X. = X a.s (2)
I + 1 2 £ ( ) =
>\fn(al, 85, 2, ) Foeee + NF (al, 8,y 8 ) + NE (8, 8y, 33' = 0
De 1lijn x,= >\a is een raaklijn, als f (al, a,, ;) =0.

De meetkundige plaats der raaklijnen in O is dus fl(xl’ Xy X, ) =0
Stelling. Het raakvlak in een gewoon punt P snijdt het oppervlak volgens
een kromme met een dubbelpunt in P,

Bewijs. Leg O in P en vlak 0X,X, langs het raakvlak, zodat £, (x5 XysX )=

= Xge Substitueer nu in (1) Xy =03 dan vallen de termen van de nulde en
eerste graad weg, dus de doorsnede heeft een dubbelpunt in O
(§26).

Opgave. Leid deze stelling direct af uit de definitie van het raskvlak.

Heeft de doorsnijding met het raskvlak in P een knooppunt, dan heet P
een hyperbolisch punt van het oppervlak; heeft de doorsnede een geiso-
leerd punt, dan is P een ellipwlsch punt; heeft ze een keerpunt, dan is
P een parabolisch punt.

Door assenverschuiving vindt men voor de vergelijking van het raakvlak
in een willekeurig punt P

of )af dF )
(Xl“Pl)EE; ')-(JIZ---16)2'-5--'l-::2+(Jta-"P3 '-'5-1;3—0 (3

De bepalingen van een r-voudig punt en van een ranklijn mn een r-voudig
punt zijn als in § 26. O is een r-voudig punt, als fQ, vesy fr—l

identiek nul zijn, maar f niet. f (xl, X, Xy ) = 0 stelt dan de m@atgunw ;
d-ige plaqts van de raaklijnen in O voor ; het is een kegel van de x
graad, met tdp O:

Bvenals in §27 vindt men de nsymptotische richtingen uit fn(xls 12' 13?“
= 0 (richtkegel).

b48. Toepassing op de kwadrieken.

1. Voor het raakvlak in een willekeurig pumtPvindt men uit (3):

+
iél 84y, P; % * % 20n®p * Pa) * 200 0
$ =

m=1

(vergelijk § 28, (7). -
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2. Bij de algemene kwadriek (€44 geval A) is de richtkegel

| MEIH A%t As%2 oo |

Bij de paraboloide is de richtkegel omtaard in de beide richtvlakken,

§49. Uit B- AE = S¥(A- AR)S volgt, dat de coefficiemten uit de karalkte~

ristieke vergelijking imvariant zijn tegenover coordinatentransformatie

Stelt Ay de minor van By in A voor, dan zijn die invarianten:
m11+ a22+ a33, A11+ A22+ A33’ det. A. fies

Betc'-enis der invarianten . i

Steliing. Nodig en voldoende, opdat éen kegel drie onderling loodrechte |

beschrijvenden bevat, is aqqy* 8,,% gz = 0. ’

Bewijs.l. Taat er drie onderling loodrechte beschrijvenden zijn.

Teg de XB—as langs één ervan, X10X2 snijdt volgens twee onderling lood=—

rechte lijnen, dus aqq+ 855 = 0, dus a11+ a22+ a33 = 0; dit geldt in ieder
codrdinatenstelsel, ,
2. Omgekeerd: is 841t 8557 By = 0 en legt men de X3~as langs een be-

schrijvende, dan is 333= 0, dus a11+ 855 =0, enz. |

Tegelijk is bewezens bevat een kegel een stel van drie loodrechte be-
schrijvenden, dan bevat hij oneindig veel zulke stellen.

Bij een algemene kwadriek is a11+ &22+ 333= C de voorwsarde, epdat er in
elk stelgal drieeonderlin§ loodrechte beschrijvenden voorkomen. .

Is agXy + a,,%X, + 855%5= 0 (1) de vergelijking van een kegel, dan

is aqyPyXyd appP Xyt 333p3x3= 0 (2) het raakvlak in P. De loodlijn in

Xa X X
0 hierop is a 1p‘ =3 2p = —~15~ (3).
1171 22¥2 83353 :

Door climinatie van Pyt Py 2 P3 uit (3) en allp§ + 322¥§ + a33P§ = 0

. . 2t

Dit is de complementaire kegel van (1). ‘

Nodig en voldoende, opdat (1) drie onderling loodrechte raakvlakken-
heeft, is, dat (4) drie onderling loodrechte beschrijvenden heeft, dus

322a33+ &33&11 + 841855 = 0 of A11+ A22+ A33 = 0.
Dit laatste geldt voor een willekeurig assenstelsel.
Stelling. Heeft een kwadriek een stel van drie onderling loodrechte raak-

vlakken, dan heeft ze oneindig weel zulke stellen.



